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摘　要：　磁粒子成像（Magnetic Particle Imaging，MPI）是一种利用磁性纳米粒子非线性磁化响应实现高时空分辨

率的成像技术，而MPI图像重建方法则可实现将测量得到的电压分布转换为可视的磁粒子浓度分布 . 现有系统矩阵

法可较可靠地实现成像视场中单一浓度磁性颗粒图像重建，而对于不同浓度情况的图像重建则可采用两步正则化算

法进行成像 . 然而，以往两步正则化算法因重建过程分成两步而增加了重建时长，同时筛选频率分量时通常只考虑了

系统矩阵计算的信噪比，而未充分考虑实测电压信号的噪声因素 . 为改善这些问题，本文提出了基于 ESD（Energy 
Spectral Density）特性和 L曲线法优化的改进两步正则化算法，其可根据测量电压信号的ESD特性对频率分量进行降

序排列，并根据压缩率筛选频率分量，以选出噪声水平低的频率分量从而减少噪声 . 同时，频率分量的减少也可使得

重建时间的有效减少 . 此外，正则化过程中利用L曲线法选取最优正则化参数，也可一定程度减少重建过程中产生的

噪声 . 仿真实验结果表明本文所提的算法在压缩率为 0.6 的情况下，重建图像质量在 SSIM（Structure Similarity Index 
Measure）和NRMSE（Normalized Root Mean Square Error）上相比传统两步正则化算法分别提升了 56.4%和 22.3%，重建

时间则缩短了 39.8%. 同时，实测结果也表明，本文的算法对于重建质量有所提升 . 当压缩率从 1减小至 0.1的过程中，

重建质量无明显变化，但重建时间明显缩短 .
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Abstract:　 Magnetic particle imaging (MPI) is an imaging technique that utilizes the nonlinear magnetization re⁃
sponse of magnetic nanoparticles to achieve high spatiotemporal resolution. The MPI image reconstruction method can con⁃
vert the measured voltage distribution into the magnetic particles concentration distribution with visible image. The existing 
system matrix method can reliably reconstruct images for single concentration magnetic particles in the imaging field of 
view, while two-step regularization algorithm can be used for the image reconstruction under different concentration condi⁃
tions. However, traditional two-step regularization algorithm increased the reconstruction time due to the two-step recon⁃
struction process. Furthermore, it usually only considered the signal-to-noise ratio calculated by the system matrix during se⁃
lecting frequency components but not fully considered the noise factor of the measured voltage signal. To address these is⁃
sues, this paper proposes an improved two-step regularization algorithm based on the ESD (Energy Spectral Density) char⁃
acteristics and L-curve optimization. This method can sort in descending order for frequency components by the ESD char⁃
acteristics of measured voltage signal, and reduces the noise by selecting the frequency components with low noise levels af⁃

  收稿日期：2024-01-18；修回日期：2024-06-04；责任编辑：赵克



电 子 学 报

ter screening frequency components based on compression ratio. Meanwhile, the reduction of frequency components can al⁃
so effectively reduce the reconstruction time for MPI image. In addition, the regularization process selects the optimal regu⁃
larization parameters by using the L-curve method, and can also reduce the noise generated during the reconstruction pro⁃
cess to a certain extent. The experimental results show that the proposed method by this study can improve the reconstructed 
image quality by 56.4% in SSIM (Structure Similarity Index Measure) and by 22.3% in NRMSE (Normalized Root Mean 
Square Error) under a compression rate of 0.6 with respect to traditional two-step regularization algorithms. In addition, the 
reconstruction time can be shortened by 39.8% compare to the traditional case. Meanwhile, the measured results also show 
that the proposed algorithm can help to improve the quality of reconstruction, and can also significantly shorten the recon⁃
struction time with the similar quality when the compression ratio decreases from 1 to 0.1.

Key words:　magnetic nanoparticle imaging; Tikhonov regularization; Kaczmarz algorithm; energy spectral density; 
L-curve method
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1　引言

磁粒子成像技术（Magnetic Particle Imaging，MPI）
首次由飞利浦实验室的研究人员Gleich与Weizenecker
在 2005 年提出［1］. 该技术利用超顺磁性氧化铁纳米粒

子［2］（Super Paramagnetic Iron Oxide Nanoparticles，SPI⁃
ONs）作为示踪剂，并通过定量检测粒子的浓度和空间

分布来对被检测物体进行成像 . 相比以往的断层成像

技术，MPI技术具有高时间分辨率、高空间分辨率、高灵

敏度，以及快速成像等优点 . 因此，MPI在血管成像［3］、
靶向药物递送［4］、肿瘤检测［5］和细胞示踪［6］等方面具有

广阔的应用前景 . MPI 技术测量得到的电压信号并不

能直接用于可视化［7］，故而需将其进行重建转换成粒子

浓度分布信号 . 因此，重建方法研究是MPI成像技术中

至关重要的一个环节 .
MPI技术早期一般通过系统矩阵法实现图像重建，

该方法需求解由系统矩阵构成的线性方程组 . 基于系

统矩阵的MPI重建属于不适定问题，故而一般采用Tik⁃
honov 正则化进行处理并利用奇异值分解求解矩阵方

程，从而完成重建［8］. 然而，这种方法并没有考虑到粒

子浓度的非负实数特征 . 文献［9］提出采用Kaczmarz迭
代 方 法（也 称 为 Algebraic-Reconstruction Technique，
ART）来求解系统矩阵成像方法构建的矩阵方程，通过

在每个迭代周期中将虚值和负值设置为零来实现对粒

子分布增加非负实数的约束条件，进而改善重建图像

质量 . Knopp 等人［10］则提出用系统矩阵行能量平方的

导数作为权值进行加权，提高了重建图像分辨率的同

时，也加快了 Kaczmarz 方法等迭代算法收敛并缩短了

重建时间 . 尽管通过加权加快了迭代收敛，减小了重建

时间，但获取系统矩阵却需占用了较多的时间 . 鉴于

此，文献［11］提出了 X-space 重建法，此方法避开了繁

琐的求解系统矩阵过程，将图像重建看作是 SPIONs浓
度分布函数与点扩散函数之间的卷积，从而提高了图

像重建的速度 . 不足的是，该方法是基于设定的理想条

件，所以信噪较差 . 因此实际情况中常用的是系统矩阵

法 . 但系统矩阵数据量大，因而求解矩阵方程复杂度较

大且重构时间长 . 为提高重构效率，Rahmer 等人［12］提
出了基于系统矩阵信噪比的频率筛选方法，此方法通

过计算系统矩阵频率分量的信噪比，并设定阈值筛掉

一些低信噪比数据来减少数据量，加快了重建速度并

且改善了重建质量 . 尽管如此，以往这些方法仅考虑理

想动态范围，即只存在单样品和单浓度模型的情况 .
文献［13，14］的研究指出，现有的重建技术针对存在多

种浓度成像视场的重建问题仍具有一定的挑战性，即

实际情况中示踪剂浓度可能变化几个数量级 . 例如，体

内实验时，高浓度的示踪剂存在于大量的血液中，而在

一些器官中示踪剂的浓度却较低 . 针对该问题，文献［15］
指出提出了两步正则化重构算法，来改善视场存在不

同浓度时重建数据产生伪影的情况 . 此方法将高浓度

和低浓度的重建步骤分开，分别进行正则化重建后合

并，最后得到实际的重建浓度分布 . 然而，这种方法重

建过程中使用的正则化参数并不一定最优，导致了重

建质量的不稳定性 . 而且，其使用的预处理信号方法是

通过基于系统矩阵计算的信噪比来进行频率筛选，但

这种预处理忽略了测量信号中存在的噪声问题 . 此外，

该方法将重建过程分为了两步，因此增加了整体重建

时间 .
本文引入能量谱密度（Energy Spectral Density，

ESD）特性和L曲线法来克服现有两步正则化重构算法

的不足，以充分考虑实测电压信号的噪声因素影响并

同时减少MPI图像重建时间 . 因此，本文利用ESD特性

筛选出低噪声的测量电压信号频率分量，以减少测量

电压信号中噪声的影响 . 此外，通过这一步的频率分量

筛选，降低了系统矩阵和测量电压信号的尺寸大小，从

而在一定程度上减少图像重建所需的时间，进而加快

了重建速度 . 而 L 曲线法则用于选取两个重建步骤的

最优正则化参数从而减少重建过程中的噪声 . 而此外，
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图像的压缩率不仅涉及重建质量，也同样影响重建时

间 . 因此，本文也研究了ESD特性中的压缩率参数对重

建质量和重建速度的影响行为 .
2　MPI成像理论

2. 1　SPIONs非线性磁化信号

MPI成像是基于 SPIONs对于外加交变激励磁场的

非线性磁化响应完成的 . 交变磁场中非饱和状态下的

粒子磁化强度会随交变磁场的变化而变化，而饱和状

态下粒子的磁化强度则保持较为稳定的值［16］. SPIONs
的磁化响应可以用郎之万函数来描述［17］，表达式如下：

M =mscL(α)=msc(coth(α)-
1
α

)= cMunit （1）
其中，ms = πd 3 Ms /6，Ms 为单个 SPIONs的饱和磁矩，c为

粒子浓度，L(α)为郎之万方程，Munit 为单位浓度磁化强

度，α = ms μ0 H kBT 为郎之万参数，H 为外加磁场，kB 为

波尔茨曼常数，T为绝对温度，μ0为真空磁导率 .
MPI成像系统一般包括选择场，激励场和接收线圈

三个部分［18］. 其中，固定梯度的梯度场作为选择场用于

产生零磁场区（Field Free Region，FFR），使得区域内的

粒子处于未饱和状态，而区域外则处于饱和状态 . 因

此，外加激励场作用下，只有FFR内的粒子会随外界磁

场变化而产生磁化响应［19］. 此方法将某一时间的响应

与视场中特定位置的粒子浓度联系起来，从而实现了

空间编码 . 随时间变化的激励场与选择场的叠加，FFR
的位置也随时间变化从而遍历整个成像视场，进而检

测出整个视场内粒子浓度的磁化响应 . 其中，动态磁化

强度 M（r，t）并不直接测量，而是通过接收线圈进而将

其转换为较易测量的电压信号 . 具体响应原理图如图1
所示 .

2. 2　MPI成像方法

目前 MPI 成像方法主要分为两种：X-space 法和系

统矩阵法 . X-space法通过将图像表示为磁纳米颗粒的

浓度分布函数和点扩散函数的卷积来实现成像 . 由于

此方法不需要获取系统矩阵和求解线性方程组，因此

其具有很强的鲁棒性和实时性以及实时重建的潜力 .
然而，X-space成像方法需满足三个理想的假设条件，但

这些条件在实际情况中难以完全满足，导致X-space法
信噪比较差 . 因此，本文将采用系统矩阵法进行重建，

其原理如下：

利用接收线圈将磁化信号转换成电压信号，根据

法拉第定律，检测得到的电压为

u(t)=-μ0∫
Ω

¶M (rt)
¶t

× p(r)d3r 

                  =-μ0∫
Ω

¶Munit (rt)
¶t

× p(r)c(r)d3r 
（2）

其中，Ω为重建图像视场，p（r）为检测线圈的灵敏度 .
将时间 t离散化为K个时间点 tk，k=0，1，…，K-1，粒

子处于空间位置 rn，n=0，1，…，N-1处时，其浓度为 c(rn ).
则电压信号近似为

u(tk )=-μ0∑
n = 0

N - 1 ¶Munit (rn tk )
¶t

× p(rn )c(rn )DV

                     = ∑
n = 0

N - 1

S(rn tk )c(rn )

（3）

其中，DV 为处于位置 rn 处的粒子体积，S为系统矩阵 .
考虑到系统矩阵法是基于频域的电压信号，故将上式

中的电压转换到频域，并将其用线性方程组表示：

u = Sc （4）
其中，uÎCM ´ 1 为频域电压信号，SÎCM ´N 为系统矩阵，

cÎCN ´ 1 为粒子分布，M 代表转换到频域的频率分量

数，N为粒子空间编码点数 . 由式（4）可知，求浓度分布

的问题实质上就是求解线性方程的问题 .
2. 3　Tikhonov正则化

通过上节可知，求解式（4）便可获得SPIONs浓度分

布，但矩阵 S和电压 u已知时求解未知的粒子浓度 c并
不能保证解存在的唯一性 . 因此，一般可采用最小二乘

方法进行求解，并最终获得一个最优近似解，但此方法

的噪声放大受系统矩阵的条件数限制，当条件数较高

时最小二乘解也可能具较高的相对误差［20，21］. 而 MPI
的线性系统是病态的［22］，若采用最小二乘方法将会失

败 . 处理该问题的标准方法是在数据项上添加一个惩

罚项，这些技术统称为正则化 . 最常用的正则化技术是

Tikhonov正则化［23，24］：
argmin

c
 Sc - u

2

2
+ λ c

2

2
（5）

其中，正则化参数 λ用于在噪声抑制和过度正则化之间

取得很好的折中 .
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图1　SPIONs对外磁场的响应
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吉诺洪夫正则化方程一般广泛使用的迭代求解器

是Kaczmarz方法［25］，通常也称为代数重建技术，其被证

明收敛迅速，在实践中很快可完成收敛 . 其基于不动点

迭代来完成计算，公式如下：

cl + 1 = cl +
uk - s̄k c

l

2

 sk

2

2

s̄k （6）

其中，l代表迭代次数，uk 表示测量电压信号的第 k个频

率分量，xy
2
= ∑

i = 0

n - 1

xi yi  for x yÎCn. 其中，sk 表示系统

矩阵S的第 k个行向量，s̄k则表示 sk经过转置的列向量，

 × 2

2
表示向量的L2范数，c表示浓度分布 .

3　改进两步正则化算法

3. 1　传统两步正则化算法

MPI图像重建实质就是将测量电压信号还原成视

场区域内粒子的空间分布 . 理想情况下，SPIONs 的浓

度重构在不同位置之间是相互独立，即位置 r1 处浓

度的重构不会受到位置 r2 处浓度影响 . 实际情况下，

由于测量噪声和后续的正则化需求，导致某一像素

的重建结果会依赖于相邻像素的值 . 特别在区域浓

度存在较大差异时，高浓度粒子分布周围的像素值

会产生具有低浓度的模糊信号，从而使重建数据产

生伪影 . 此时，常用的 Tikhonov 重构算法并不足以解

决该问题，并实现空间粒子浓度分布图像的高质量

重构 . 两步正则化重建算法则可在一定程度解决该

问题［15］，其将整个成像区域的粒子浓度 c分为了高浓度

chigh和低浓度 c low：c = chigh + c low，并根据成像方程将高低

浓度和原始的测量信号进行关联 . 两步正则化算法需

要用到两组正则化参数 Phigh 和 P low. 具体的重建过程

如下：

首先，利用 Phigh 正则化参数重构大致的高浓度区

域粒子 c，其伴随着周围较低浓度的阴影 . 接着，利用

阈值函数 ϕ threshold 提取出精确的高浓度区域粒子 chigh.
然后将 chigh 投影到原始数据空间中，得到高浓度区域

的电压信号 uhigh. 通过高浓度区域电压信号和总测量

电压信号可计算出低浓度区域的电压信号 u low：u low =
u - uhigh.

接着，利用 P low 正则化参数重构低浓度区域粒子，

最后将低浓度区域和高浓度区域组合起来，得到最终

的重建结果 cfinal. 上述两步正则化重构浓度时，采用的

是Kaczmarz迭代求解器，公式表示为

RP (Su)= solve ι (arg min Sc - u
2

2
+ λ c

2

2
) （7）

其中，ι代表迭代次数，λ代表正则化参数，下标P则表示

由这两个参数组合起来的正则化参数组 .
操作过程如算法1：

3. 2　基于ESD特性和L曲线法改进的两步正则化

算法

3. 2. 1　测量信号的ESD特性

在处理重建问题时，噪声的存在会导致测量信号

的不准确，进而导致重建质量的下降 . 但噪声并不能完

全消除，因此为应对噪声放大的问题，通常可通过从线

性系统中去除低信噪比的频率分量来减少系统矩阵的

条件数，其中的信噪比特征序列仅仅是利用系统矩阵

计算得到［26］. 然而，这种处理方法并未考虑到测量电压

信号中包含的噪声 . 因此，为了解决这个问题并进一步

提高两步正则化法重建的效率，本文引入了能量谱密

度（ESD）特征来评估测量信号中包含的噪声 .
根据Parseval定理［27］，序列能量随频率的分布可以

用ESD特征表示如下：

ESD( f )= | u( f ) |2 （8）
其中，u表示时域的测量电压信号经过离散傅里叶变换

（Discrete Fourier，DFT）后的电压频率信号 . 实际测量

得到的电压信号不仅包含粒子信号还包含了噪声信

号：u = up + un，其中 up 表示所需的粒子信号，un 表示噪

声信号 . 因此，实际测量信号的ESD特性可以描述为

ESD( f )= | u( f ) |2 = | up ( f )+ un ( f ) |2 （9）
噪声主要包括背景噪声和随机噪声 . 其中背景噪

声信号是由激励磁场引起并且通过滤波器可以有效地

被过滤掉，故本文仅考虑随机噪声 . 该噪声的噪声水平

是平坦的，即其在各频率分量上的能量是均匀分布

的［28］，不会因为频率的变化而有所改变 . 因此其噪声的

ESD特性描述如下：

ESDn ( f )= | un ( f ) |2 » L （10）
式中，L表示测量信号某一频率分量的噪声能量 . 由式（9）
和（10）可知，测量信号对应频率分量的信噪比可表

示为
ESD( f )

ESDn ( f )
»

ESD( f )
L

µ ESD( f ) （11）

算法1 两步正则化重构算法

输入: 经过SNR特性筛选后的测量电压信号u和系统矩阵S,设定的

阈值Г以及两组正则化参数Phigh和P low

输出: 重建的粒子浓度分布 cfinal

BEGIN
1. c =RPhigh

(Su)

2. chigh = ϕ threshold (c)

3. uhigh = Schigh

4. u low = u -  uhigh

5. c low =RP low
(Su low )

6. RETURN cfinal = chigh +  c low

END

4
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由式（11）可知，某一频率分量的信噪比与实际测

得信号在该频率下的ESD特性成比例关系 . 此外，考虑

到不同频率分量的噪声能量相同 . 因此，当实测信号的

某一频率分量的能量较大，此频率分量对应的信噪比

也较大 . 所以可以利用实测信号的能量谱密度（ESD）
来评估每个频率分量中的随机噪声水平，而无需知道

精确的噪声值 . 这样，选择高信噪比的测量信号频率分

量时也可以直接利用ESD特性来描述：

fESD = { f|ESD( f )≥ σESD} （12）
该特性有利于在相应的测量信号中选择含有低噪

声和有价值的频率分量，并适当减少系统矩阵尺寸 . 具

体流程图如图2所示 .

3. 2. 2　L曲线法

两步正则化算法中需用到两组正则化参数，而该

参数主要用于约束加权运算从而调整所成图像质量 .
若正则化参数选取过大会降低噪声，但会因为信息丢失

较多导致图像空间分辨率下降；选取过小则将导致所生

成图像噪声较大，因而选取一个合适的正则化参数对不

适定方程组求解成像至关重要［29］. 正则化方法通过寻求

偏差函数和正则化函数的折中［30］，从而确定较为理想的

正则化参数 . 其中，最常用的方法是L曲线法［31］.
此方法是以目标函数和对应的约束项函数分别作

为横纵坐标，从而得到一条参考曲线 . 换句话说，以正

则化参数 λ为未知量，分别以 lg c 和 lg Sc - u 为纵坐

标和横坐标，绘制出拟合曲线，如图 3所示，所成曲线形

状近似为“L”形，需要找到曲线上曲率最大的点，此点

对应的λ值即为折中后近似最优的正则化参数值［32］.
从图 3 可看出，当 λ值较大时，其对应的解范数较

小，对应的残差范数较大；当 λ值较小时，其对应的解范

数较大而残差范数较小 . 其中，曲率最大的点最大程度

地平衡了解范数和残差范数，所以此点对应的正则化

参数就是最优正则化参数［33］.
3. 2. 3　ESD特性改进的两步正则化重建算法

尽管两步正则化算法通过将重建分成了高浓度和

低浓度重建两步，从而减少了因某个像素依赖于相邻

像素而导致较大浓度差异，继而改善了高浓度粒子分

布周围的像素值产生具有低浓度的模糊信号的问题 .
然而，正则化过程中所使用的正则化参数并非最优以

及测量信号本身就存在着噪声，导致最后重建图像的

噪声还是较大 . ESD 特性通过分析信号的能量谱密度

来判断信号噪声水平的高低 . 因此 ESD特性可以被用

来对频率分量进行筛选，选出噪声水平较低的频率分

量，进而减少噪声的影响，从而提高重建质量 . 同时，因

为减少了重建所使用的频率分量，所以也能减少重建

所需时间，在一定程度弥补因将重建步骤分为两步带

来的重建时间延长的问题 . L曲线法则可用于获取最优

正则化参数，以平衡图像重建精度和噪声抑制能力 . 鉴

于此，本文提出基于L曲线法和ESD特性的两步正则化

算法来重建MPI图像，具体步骤如算法2所示：

改进两步正则化重建算法可进一步描述为：

第一步正则化+ESD特性处理测量电压信号：

（1）计算经过信噪比特征序列筛选过后剩余的电

压频率信号的 ESD 特征序列，即测量电压信号在频域

(a) SNR特性筛选重构流程     (b) SNR和ESD特性筛选重构流程

图2 根据特性筛选重构流程图

图3　L曲线法示例图

算法2 通过ESD特性和L曲线改进的两步正则化重建算法

输入: 经过SNR特性筛选后的测量电压信号u和系统矩阵S,设定的

阈值Γ, L曲线法求出的正则化参数和迭代次数构成的两组正则化

参数组Phigh和P low以及压缩率h=0.6
输出: 重建的粒子浓度分布 cfinal

BEGIN
1. ESD = {u ( f ) 2}
2. [ESDd  idx]= sort(ESD 'descend')

3. n = é ùm*h  idxsort =idx(1:n)

4. Sfinal = S(:idxsort ),uprocess = u(idxsort )

5. cpre =RPhigh
(Sfinal  uprocess )

6. chigh = ϕ threshold (cpre )

7. uhigh = Sfinalchigh

8. u low = uprocess -   uhigh

9. c low =RP low
(Sfinal  u low )

10. RETURN cfinal = chigh +  c low

END
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上的能量分布并对此进行分析，用于评估噪声水平：

ESD = {u( f )2} （13）
（2）为了更方便地筛选出高信噪比的频率分量，对

计算出的 ESD 特征序列按降序重新排列，形成新的降

序序列 ESDd. 同时，为了记录降序后频率分量对应原

来的顺序，创建索引数组 idx：
[ESDd idx ] = sort(ESD'descend') （14）

（3）设定压缩率h=0.6，计算出压缩后所需的最终频

率数，从而利用此频率数得到压缩后的索引数组 idxsort：

n = é ùm ´ h idxsort = idx(1：n) （15）
其中，é ù. 表示向上取整，m表示测量电压频率信号的原

频率数，n表示被筛选压缩后剩余的频率数；

（4）压缩后的索引数组 idxsort 筛选出矩阵 S和电压

u中更具有价值的频率分量 . 这一筛选过程有助于减少

测量信号噪声的影响，并在一定程度上减少系统矩阵

和电压信号的大小，进而加快矩阵方程组的求解速度：

Sfinal = S(：idxsort )uprocess = u(idxsort ) （16）
（5）ESD特性处理后得到的 Sfinal、uprocess 以及 L曲线

法得到的高浓度重建正则化参数和迭代次数构成的高

浓度正则化参数组Phigh 通过Kaczmarz迭代求解器求解

出大致的高浓度 cpre分布：

cpre = RPhigh
(Sfinal uprocess ) （17）

（6）阈值函数对 cpre 进行处理，得到精确的高浓度

粒子分布：

chigh： chigh = ϕ threshold (cpre ) （18）
（7）高浓度分布与系统矩阵正向映射，求解出高浓

度粒子对应的电压信号uhigh：

uhigh = Sfinalchigh （19）
（8）根据测量的电压信号 u和求解出的高浓度的电

压信号uhigh，求出低浓度电压信号u low：

u low = u -  uhigh （20）
第二步正则化：

（9）利用第一步正则化得到的低浓度电压信号 u low

和利用ESD特性筛选频率后的系统矩阵Sfinal，首先通过

L曲线法求出低浓度正则化参数，接着采用吉诺洪夫正

则化求解出低浓度粒子分布 c low：

c low = RP low
(S final  u low ) （21）

（10）最后将 chigh 和 c low 求和得到最终的浓度重

建值 cfinal：

cfinal = chigh + c low （22）
4　实验及结果分析

4. 1　仿真实验设置

为验证所提重构算法的可行性，本文先通过模拟

实验得到粒子浓度分布原始图像 . 编码区设计一个基

于圆形粒子分布的双样本浓度模拟模型，而后将两个

不同浓度的样本放置在视场内，并设置好中心位置 cen⁃
ter1和 center2、圆形半径 r1和 r2，以及粒子浓度 c1和 c2
等 . 其中粒子粒径设置为12.5 nm.成像区域尺寸设置为

40×40 mm2，间距为1 mm，共有41×41像素 . 其中，x，y方
向的梯度场均设置为 2.5 T/（m·μ0），而激励场则均设置

为55 mT/μ0. 激励场频在x方向为25 kHz，y方向为21 kHz，
采样频率为2.5 MHz. 此外，本文实验采用的硬件环境为

具 16 GB RAM 的 Intel（R） Core（TM） i7-9700处理器，软

件环境为Matlab 2023b，操作系统为Windows 11.
图 4展示了粒子浓度分布的原始图像 . 表 1列出了

本文实验设置的具体参数值 . 双浓度样品实验中，下侧

样品在几组实验中都保持相同的 200 mmol/L 浓度，上

侧样品浓度从 200减至 2 mmol/L. 实验过程中设置算法

的最大迭代次数为 100，不同的浓度根据 L曲线法采用

其最优的正则化参数，并设好最优阈值，进而达到较好

的重建效果 .

4. 2　结果分析

为验证本文提出方法的可行性和有效性，对不同

浓度组分别采用 Tikhonov重构算法、两步正则化法，以

及改进的两步正则化法进行成像，得到的成像结果如

图 5所示 . 为了更好地比较不同算法的重建质量，图 5
和图 6的结果中使用了固定的压缩率 0.6进行重建 . 这

样的设计有助于更准确地评估不同算法之间的性能差
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图4　双样品浓度模拟模型

表1　实验参数

参数

center1
center2

r1
r2
K1
K2
K3
K4
K5
K6
K7

含义

浓度分布圆心1
浓度分布圆心2

半径1
半径2

浓度分布组1
浓度分布组2
浓度分布组3
浓度分布组4
浓度分布组5
浓度分布组6
浓度分布组7

数值

[12,23]
[30,23]

6
6

200 200
100 200
50 200
25 200
12 200
6 200
2 200

单位

—

—

mm
mm

mmol/L
mmol/L
mmol/L
mmol/L
mmol/L
mmol/L
mmol/L
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异 . 从经典的Tikhonov重构算法重建图像可以看出，重

建图像噪声较大，且当上下两侧浓度相差越大，大部分

低浓度模糊信号集中在高浓度粒子分布周围，其主要

是由于像素值之间的相互影响而导致高浓度粒子分布

周围的像素值产生具有低浓度的模糊信号 . 使用两步

法后的重建结果中，这种现象中的低浓度模糊信号明

显减少，但图像中仍存在较为明显的噪声 . 这主要是由

于测量信号中本身存在一定噪声，而且重建过程中也

难以完全避免产生噪声 . 当使用本文所提出的算法进

行重建，图像噪声相比前面两种方法明显减弱，两个浓

度分布的轮廓更加清晰 . 然而，当样本浓度存在较大差

异，尤其是当浓度分布为 2 200 时，低浓度粒子的信号

较弱使其易与噪声混合在一起 . 因此，筛除噪声的同时

可能会将低浓度信息一同筛除，导致低浓度的部分信

息丢失，并最终导致重建的浓度分布不完整 .
为更加有效评估算法性能，本文将使用 SSIM 

（Structure Similarity Index Measure）和 NRMSE（Normal⁃
ized Root Mean Square Error）评估重建图像的质量 .

其中，SSIM 值越大表示重建图像与原始图像的相

似度越高，即重建质量越好；NRMSE值越小则表示重建

图像与原始图像之间的差异越小，表明重建质量越好 .
这两个参数的计算公式如下：

SSIM = ( )2μx μ y +C1 ( )2σxy +C2

( )μ2
x + μ

2
y +C1 ( )σ 2

x + σ
2
y +C2

（23）

RMSE =
∑
i = 1

M ∑
j = 1

N ( )X ( )ij - Y ( )ij
2

MN
（24）

NRMSE =
RMSE

max ( )Y -min ( )Y
（25）

其中，公式中X为重建图像矩阵，Y代表原始图像矩阵，

M和N分别表示图像长度和宽度上的像素点数，MN表

示图像总的像素数量，μx、μy分别表示X、Y中个像素值的

均值；δx、δy分别表示X、Y中各像素值的方差；δxy表示X

和Y像素值之间的协方差；C1，C2是两个常数，其是为了

防止式子的分母为零；max (Y )，min(Y )分别表示Y像素

值的最大值和最小值，其作用是将均方根误差归一化 .
如图 6 所示，相比经典 Tikhonov 重构算法，采用传

统两步正则化法得到的重建图像的 SSIM值较高，而本

文所提两步法则将 SSIM值约提升至这两者的 4.4倍和

1.5 倍 . 其中，两种两步法 SSIM 值随着浓度比增大，都

有一个先增后减的过程 . 其主要原因是当浓度比逐渐

增大时，成像视场中开始出现不同浓度样本，两步法的

优势体现出来 . 但是，当浓度比增大过多时，低浓度样

本信号的丢失会导致重建图像的结构相似性下降，从

而使 SSIM值减小 . 在NRMSE方面，经典的 Tikhonov重
构算法值最大，大约是传统两步法的 7.7倍以及改进两

步法的 6倍 . 由此可知，本文所提基于 L曲线法和 ESD
特性处理的两步正则化算法所得到的重建图像在质量

上明显优于其他方法 . 其中，不同浓度组利用改进两步

正则化算法重建图像在 SSIM 和 NRMSE 值上平均相对

于传统两步正则化算法分别改善了56.4%和22.3%.
4. 3　实测数据

实测数据使用的是公开可获得的三维数据集，其

是通过使用 Bruker 预临床 MPI 扫描仪获取的 . 该 3D
系统矩阵是使用示踪剂 Perimag（浓度为 100 mmol/L）
和尺寸为 2 mm×2 mm×1 mm 的 Delta 样本进行校准得

到 . 其中激励场频率设置为 2.5 MHz/102×2.5 MHz/96×

(a) K1和K2浓度组

(b) K3和K4浓度组

(c) K5、K6和K7浓度组

图5　七组浓度分布分别用三种算法的重建图

7
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2.5 MHz/99，并且此场的振幅设置为12 mT×12 mT×12 mT.
选择场梯度设置为（-1.0 T/m）×（-1.0 T/m）×2.0 T/m. 其

中采样点数总计 6 859体素 . 信号通过多次测量进行平

均并进行傅里叶变换，再通过信噪比对其频率分量进

行筛选，进而得到最终的系统矩阵A. 因为本文主要探

讨浓度相关的重建，所以使用的是实测数据中的浓度

模型 . 其中浓度模型中 8个立方体填充不同的浓度，从

100 mmol（Fe）/L开始，每个立方体的浓度降低1.5倍，浓

度分布模型图如图7所示 .

下面对实测的浓度分布模型数据进行重建，其中

分别采用了 Kaczmarz 迭代法，两步法和本文所提出的

改进的两步法重建方法 . 实验所得的重建图像如图 8
所示 . 图 8中的浓度分布模型在层视图中显示，即三个

二维图像，分别显示在 xy、xz和 yz平面上 . 此外，我们还

对浓度分布模型进行了三维重建，以更直观地展示其

整体结构和细节特征 .

为了更好地比较不同重建方法的重建质量，我们

将改进方法中ESD的压缩率设置为0.8. 从图8（a）和8（b）
可以观察到 Kaczmarz 迭代法的重建质量最差，两步法

相对于 Kaczmarz 迭代法的重建结果有所改善，而改进

后的两步法则展示出了最佳的重建效果 . 图 8（b）中 3D
图的上方显示了三种不同重建算法的重建时长 . 其中

具体的数据为Kaczmarz方法的重建时长为 7.528 8 s，两
步法重建时长为 22.635 9 s以及在压缩率为 0.8下的改

进算法重建时长为 18.85 s. 从这些数据以及对重建图

像的观察中可以了解到，虽然两步法在重建质量上有

所改进，但是其重建时长有所增加 . 此外，由于两步法

中使用的正则化参数是随机确定的，因此无法保证所

使用的正则化参数最优，并且测量电压信号中的噪声

也未被考虑，这些因素都对重建结果产生了一定的影

响 . 为了克服这些局限性，我们提出了改进的两步法 .
该方法采用 L曲线法确定最优正则化参数以确保重建

质量的稳定性 . 同时采用ESD特性筛选频率分量，实现

对测量电压信号的降噪 . 此外由于频率分量的减少，改

进方法的重建时间也相应缩短，有效弥补了因两步重

建带来的重建时长增加的问题 . 其中压缩率对于重建

(a) 重建图像的SSIM值

(b) 重建图像的NRMSE值

图6　三种算法的重建质量

图7　浓度分布模型示意图

(a) 三种算法重建3D图
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质量和重建时间的影响也值得探讨 . 通过调整压缩率，

我们可以进一步优化改进的两步法的性能，进而平衡

好重建质量和重建时间 .
5　讨论

本部分主要讨论利用ESD特性进行压缩时所使用

的压缩率对重建质量和重建时间的影响，主要从两个

方面展开，分别是基于仿真数据和实测数据的分析 . 本

文压缩率是指经过压缩处理后所剩的频率数占未处理

原始频率数的比例，故而压缩率越小意味着剩余的频

率数越少 . 本文为更好比较不同算法的重建质量，将压

缩率设置为常数 0.6，然而利用ESD特性筛选时的压缩

率是影响图像重建质量的一个重要因素 . 接下来，本文

将从两个图像质量指标来探讨压缩率对重建质量的影

响效果，从而更好地理解和评估不同压缩率在图像重

建过程中的表现 .
图 9展示了 SSIM值在不同浓度下随压缩率变化的

情况 . 不同浓度分布下，压缩率从 1减小到 0.8而 SSIM
值都保持相对稳定，甚至出现了 SSIM值随压缩率减小

而略微增加 . 如图 10所示，压缩率从 1减小到 0.8的过

程中，NRMSE 值也同样保持较为稳定状态 . 其主要原

因是尽管压缩率减小导致了频率分量减少，但测量信

号中噪声也随之减少 . 然而，压缩率进一步减少至 0.8
以下时，SSIM 值明显下降，NRMSE 也随压缩率减小逐

步增大 . 该现象主要归功于压缩率过低，使得过多的

频率分量被筛掉，进而导致信号部分重要信息缺失 .
换而言之，重建质量受损将导致图像质量指标变差 .
值得关注的是，压缩率从 0.8 下降至 0.6 的区间内，该

算法对应的 SSIM 值均大于 0.6 且 NRMSE 值保持较低

水平，即重建质量依然较佳 . 该现象得益于 ESD 特性

处理有利于筛选出具有较高信息价值的频率分量，使

得压缩率进一步降低而重建图像的质量依然良好 . 该

结果也进一步验证了本文所提算法的有效性和稳

健性 .

压缩率不仅影响图像重建质量，也同样影响图像

重建时间 . 由图 11 可知，压缩率减小导致重建时间明

显缩短，其中压缩率为 0.6的平均重建时间相对于未压

缩情况减少了 39.8%. 其主要原因是压缩过程筛选了图

像的某些频率分量，从而减小了系统矩阵和测量电压

信号的尺寸，进而加速了求解线性方程组的速度，最终

减少了图像重建的时间 . 因此，压缩图像时需在重建时

间和重建质量之间进行权衡，即高压缩率可提供较优
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重建质量但增加重建时间，而低压缩率可加快重建速

度但会牺牲部分图像信息 . 总之，压缩率的择优同样也

是重建图像需的关键因素 .

根据图 12 和表 2 所示数据，可以观察出不同压缩

率对实测数据重建质量和重建时间的影响 . 在压缩率

达到 0.1 之前，重建图像质量变化并不显著，但重建时

间明显缩短 . 当压缩率继续降低到 0.05时，可以观察到

重建质量有所下降；而当压缩率进一步减小至 0.01时，

重建质量显著降低 . 这是因为过低的压缩率导致了重

建频率数过度减少，从而影响了重建质量 . 因此，在选

择适当的压缩率时，我们应权衡重建质量与重建时间

之间的关系 . 对于此实测数据可以优先考虑在 0.1之前

的范围内，因为在此范围内重建质量更加稳定且兼顾

较短的重建时间 .
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图12　实测数据在不同压缩率下基于L曲线法和ESD特性处理的重建图像
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综上，基于L曲线法和ESD特性处理的两步正则化

算法在重建图像质量方面展现出明显的优势 . 这是因

为经过 ESD 特性处理后，适当压缩率下能够有效降低

噪声并减少重建数据量，从而加快重建速度 . 而L曲线

法能够选择出最优的正则化参数，进一步提高正则化

重建的质量 . 这两种方法在一定程度上都有助于提高

图像的重建质量，为进一步改进和优化图像重建方法

提供了有价值的参考 .
6　结论

本文在两步正则化重构算法的基础上，提出了L曲

线法和 ESD特性处理两步正则化的方法 . 虽然相较于

经典的 Tikhonov 重构算法，两步正则化重构法通过将

重建步骤分为高低浓度重建两步解决了在高浓度粒子

分布周围的像素值会产生具有低浓度的模糊信号 . 因

此其在处理浓度差较大的磁性颗粒分布时显示出更好

的重建效果 . 然而，该重构方法仍然面临噪声问题 . 为

了解决这一问题从而提高重建图像质量，所以本研究

在正则化重建过程中引入 ESD 特性和 L 曲线法 . 其中

利用ESD特性选出具有低噪声水平和更高价值的频率

分量一定程度上减少了测量电压信号的噪声和重建时

间 . L 曲线法可以帮助两个正则化取得最优的正则化

参数，减少重建过程中产生的噪声 . 这两个处理过程

都可以有效减少噪声从而提高重建图像的质量 . 另

外，由于频率分量的减少，还可以缓解由重建步骤增加

导致的重建速度减慢的问题 . 实验结果表明基于 L 曲

线法和ESD特性处理的两步正则化算法在重建图像的

质量方面表现出显著的优势 . 其主要体现在不同浓度

组下利用改进两步正则化算法进行重建的图像相比传

统两步正则化算法，在 SSIM和NRMSE值上的改善幅度

分别达到了 56.4%和 22.3%. 该结果表明改进算法能够

更准确地恢复原始图像，减小了重建图像与原始图像

之间的差异 . 此外，通过实验还发现，在压缩率减小的

情况下，重建时间显著缩短 . 具体来说，当压缩率设定为

0.6时，相对于未压缩情况，平均重建时间减少了39.8%.

这说明在较低压缩率下，系统能更高效地完成图像重建

过程，从而适当的节约了重建时间 . 因此，本文提出的改

进算法不仅在图像重建质量参数方面表现良好，还可通

过选取适当的压缩率，减少重建时间 . 尽管如此，MPI重
建方面仍存在进一步的改进空间，而深度学习作为人工

智能的重要组成部分将会成为提升MPI重建的有效技

术手段 .
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